
1. Mno¾inyPojem mno¾iny je základním pojmem matematiky. Mno¾ina je urèena svýmiprvky, t.j., mno¾inou rozumíme souhrn prvkù. Teorii mno¾in vybudoval nìmeckýmatematik G.Cantor v roce 1872. Vý¹e uvedené vymezení pojmu mno¾iny nenípøesnou de�nicí. Vede také k rozporùm nebo» jsou "souhrny", které za mno¾inypova¾ovat nemù¾eme. Pozdìji uvidíme, ¾e nemù¾eme vytvoøit "mno¾inu" v¹echmno¾in. Nejjednodu¹¹í pøíklad takové zakázané "mno¾iny" nalezl B.Russel v roce1900. Je to souhrn M = fxnx =2 xg v¹ech mno¾in x, které neobsahují sebe jakoprvek. Toti¾, pokud by M byla mno¾ina, mù¾eme si polo¾it otázku, zda M 2 M .Pokud ano, pak, podle de�niceM platíM =2M . Pokud ne, pak, opìt podle de�niceM , platí M 2 M . V obou pøípadech dostáváme spor. Øe¹ení problému de�nicepojmu mno¾iny podává axiomatická teorie mno¾in. My budeme pracovat v tzv.naivní teorii mno¾in, t.j., na základì vý¹e uvedené nepøesné "de�nice". Budemev¹ak opatrní v jejím pou¾ívání: ne v¹echny souhrny budeme pova¾ovat za mno¾iny.Zároveò si naznaèíme, jak vypadá axiomatická teorie mno¾in.Základní (a vlastnì jedinou) vlastností mno¾in je, ¾e mají prvky. Pí¹eme a 2 A,co¾ znamená, ¾e a je prvkem mno¾iny A. Malá a velká písmena pou¾íváme pronázornost; ve skuteènosti v teorii mno¾in není nic jiného ne¾ mno¾iny, t.j., i aje mno¾ina. Fakt, ¾e mno¾ina je urèena svými prvky je vyjádøen následujícímaxiomem (který je prvním axiomem axiomatické teorie mno¾in):Axiom extensionality: Dvì mno¾iny jsou stejné, právì kdy¾ mají stejné prvky.Pomocí predikátové logiky (v jazyce s jediným binárním relaèním symbolem 2,co¾ je jazyk axiomatické teorie mno¾in) se tento axiom zapí¹e následovnì:(8x; y)(x = y $ (8z)(z 2 x$ z 2 y))Pro mno¾inyA;B pí¹eme A � B a øíkáme, ¾e mno¾inaA je podmno¾ina mno¾inyB, jestli¾e libovolný prvek mno¾iny A je prvkem mno¾iny B. Zøejmì platíA � AA � B a B � C ) A � CA = B , A � B a B � AJsou-li A;B mno¾iny, mù¾eme z nich utvoøit nové mno¾inyA [B = fxnx 2 A nebo x 2 BgA \B = fxnx 2 A a x 2 BgA �B = fxnx 2 A a x =2 Bgkteré postupnì nazýváme sjednocení, prùnik a rozdíl mno¾in A a B.Existuje mno¾ina, která se vyznaèuje tím, ¾e nemá ¾ádné prvky. Nazývá seprázdná a oznaèuje se ;. Pro libovolnou mno¾inu A platí; � A: Typeset by AMS-TEX1



2Mno¾iny A;B se nazývají disjunktní, jestli¾e A\B = ;. Platí následující pravidla,která se postupnì nazývají komutativní, asociativní, idempotentní a distributivnízákony: A [B = B [AA \B = B \AA [ (B [ C) = (A [B) [ CA \ (B \ C) = (A \B) \ CA [A = AA \A = AA [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C)A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C):Je-li A podmno¾inou mno¾iny M , pak rozdíl M � A se nazývá doplnìk (nebotaké komplement podmno¾iny A. Znaèíme jej A0. Platí následující pravidla, kteráse postupnì nazývají zákony jednotky, negace a de Morgana:A [M =MA \M = AA [ ; = AA \ ; = ;A [A0 = MA \ A0 = ;M 0 = ;;0 =MA00 = A(A \B)0 = A0 [B0(A [B)0 = A0 \B0:Obecnìji, platí A � (B [ C) = (A �B) \ (A � C)



3A � (B \ C) = (A �B) [ (A � C):Máme-li mno¾iny A;B, mù¾eme utvoøit novou mno¾inu fA;Bg, která má zaprvky právì A a B. Tento zpùsob tvorby mno¾in se nazývá axiom dvojice. Jehopomocí mù¾eme z prázdné mno¾iny ; vytvoøit nové mno¾iny, napø. f;g, ff;gg,f;; f;gg, atd. Tímto zpùsobem mù¾eme de�novat pøirozená èísla: 0 = ;, 1 = f;g,2 = f;; f;gg, 3 = f;; f;g; f;; f;ggg, atd. V¾dy n = f0; 1; � � � ; n�1g. Tedy pøirozenáèísla jsou mno¾iny. Rovnì¾ mù¾eme utvoøit mno¾inu v¹ech nezáporných celých èísel! = f0; 1; 2; � � � ; n; � � � g:Nazýváme to axiom nekoneèna.Pro libovolnou mno¾inu A a libovolnou "mno¾inovou vlastnost" '(x) mù¾emeutvoøit novou mno¾inu fa 2 An'(a) platíg:Pøesná de�nice mno¾inové vlastnosti je, ¾e se jedná o formuli predikátové logiky vjazyce s jediným binárním relaèním symbolem 2. Tento zpùsob tvorby mno¾in senazývá axiom vyèlenìní. Tímto zpùsobem vznikly mno¾iny:A \B = fa 2 Ana 2 BgA�B = fa 2 Ana =2 Bg:Pro libovolnou mno¾inu A tak také mù¾eme utvoøit mno¾inu\A = fana 2 A pro libovolné A 2 Ag:Psací písmo jsme opìt pou¾ili pouze pro názornost. Obvyklé oznaèení je pomocíindexù: máme mno¾inu I a mno¾iny Ai pro libovolné i 2 I a vytváøíme mno¾inu\i2IAi = fana 2 Ai pro libovolné i 2 Ig:Pro sjednocení mno¾in potøebujeme nový zpùsob tvorby mno¾in nazývaný axiomsjednocení. Øíká, ¾e pro libovolnou mno¾inu A mù¾eme utvoøit novou mno¾inu[A = fan existuje A 2 A tak, ¾e a 2 Ag:Zejména A [B =[fA;Bg:Obvyklé znaèení je [i2IAi = fana 2 Ai pro nìjaké i 2 Ig:Platí následující pravidla: A [\i2IBi = \i2IA [Bi



4 A \[i2IBi = [i2IA \Bi([i2IAi)0 =\i2IA0i(\i2IAi)0 =[i2IA0iUspoøádaná dvojice (a; b) se de�nuje jako mno¾ina(a; b) = ffag; fa; bgg:Tato de�nice je v duchu teorie mno¾in: v¹e je mno¾ina, tedy i uspoøádaná dvojice.Snadno se ovìøí, ¾e platí (a; b) = (c; d), a = c a b = d:Kartézský souèin mno¾in A;B nyní de�nujeme jakoA�B = f(a; b)na 2 A; b 2 Bg:Platí (A [B) � C = (A � C) [ (B �C)C � (A [B) = (C �A) [ (C �B)(A \B) � C = (A � C) \ (B �C)C � (A \B) = (C �A) \ (C �B):Tato pravidla lze roz¹íøit i na nekoneèná sjednocení a prùniky:([i2IAi) �C = [i2I(Ai �C)(\i2IAi) �C = \i2I(Ai �C)(a podobnì z druhé strany). V¹imnìme si, ¾e pro A 6= B platíA�B 6= B �APodobnì (A �B) �C 6= A� (B � C):Je-li A mno¾ina, mù¾eme utvoøit mno¾inuP(A) = fXnX � Agv¹ech podmno¾in mno¾iny A. Nazýváme to axiom mno¾iny podmno¾in.



5Dosud jsme se seznámili s následujícími axiomy teorie mno¾in: axiom exten-sionality, axiom prázdné mno¾iny, axiom vyèlenìní, axiom dvojice, axiom sjedno-cení, axiom mno¾iny podmno¾in a axiom nekoneèna. První udává, kdy jsou dvìmno¾iny stejné, dal¹í popisují "povolené" zpùsoby tvorby mno¾in. K úplné Zermelo-Fraenkelovì teorii mno¾in (co¾ je standartní axiomatika teorie mno¾in, oznaèujese ZF) nám chybí ji¾ jen dva dosti technické axiomy: axiom regularity a axiomnahrazení. (První z nich øíká, ¾e v¹echny mno¾iny "vzniknou" z prázdné mno¾iny.)Napø. kartézský souèin A � B vznikne vyèlenìním z mno¾iny P(P(A [ B)); toti¾uspoøádané dvojice (a; b) jsou prvky této mno¾iny.Ideální teorie mno¾in by kromì axiomu extensionality obsahovala pouze axiomøíkající, ¾e pro libovolnou mno¾inovou vlastnost '(x) jefan'(a) platígmno¾ina. Russelùv paradox v¹ak ukazuje, ¾e tato teorie je sporná. Axiomy Zermelo-Fraenkelovy teorie mno¾in uvádìjí povolené pøípady vý¹e uvedeného "ideálního"axiomu. 2. ZobrazeníDe�nice. Zobrazení f : A ! B mno¾iny A do mno¾iny B je pøedpis pøiøazujícíka¾dému prvku mno¾iny A prvek mno¾iny B.Tato de�nice není, z hlediska teorie mno¾in, pøesná nebo» obsahuje nede�novanýpojem "pøedpis". Pøesnou de�nici si uvedeme v pøí¹tí kapitole.Zobrazení f : A! B se nazývá prosté (nebo také injektivní), jestli¾e platíf(a1) = f(a2)) a1 = a2:Nazývá se zobrazení mno¾iny A na mno¾inu B (nebo také surjektivní), jestli¾e prolibovolné b 2 B existuje a 2 A tak, ¾e f(a) = b. Zobrazení, které je souèasnì prostéi na se nazývá bijektivní (nebo také bijekce). Mno¾iny A;B se nazývají isomorfní,jestli¾e existuje bijekce A! B. Znaèíme A �= B.Buï f : A! B bijektivní zobrazení. Polo¾mef�1(b) = a právì kdy¾ f(a) = b:Pak f�1 : B ! A je zobrazení, které nazýváme inverzní k f . Zøejmì to je rovnì¾bijektivní zobrazení a platí (f�1)�1 = f:Pøedpis idA(a) = ade�nuje zobrazení idA : A ! A, které se nazývá identické (nebo rovnì¾ identita)na A. Je to zøejmì bijekce a platí(idA)�1 = idA:



6 Obecnìji, je-li A � B, pak zobrazení inkluze i : A! B je de�nováno pøedpisemi(a) = apro a 2 A.Buïte f : A! B a g : B ! C zobrazení. Pak pøedpis(g � f)(a) = g(f(a))de�nuje zobrazení g � f : A ! C. Tento postup se nazývá skládání zobrazení ag � f se nazývá slo¾ené zobrazení. Platí následující pravidla (h : C ! D je dal¹ízobrazení): h � (g � f) = (h � g) � ff � idA = f idB � f = ff � f�1 = idB f�1 � f = idA:Jedná se o asociativní zákon, vlastnost jednotky a vlastnost inverzního zobrazení.V posledním pravidle je samozøejmì f bijekce. Navíc, inverzní zobrazení je toutovlastností urèeno jednoznaènì. To znamená, ¾ef � g = idB a g � f = idA ) g = f�1:Symbolem BA oznaèíme mno¾inu v¹ech zobrazení A ! B.Pro libovolnou mno¾inu A existuje právì jedno zobrazení ; ! A. Nazývá seprázdné zobrazení a oznaèuje se oA. Tedy A; = foAg je jednoprvková mno¾ina.Zøejmì (AA; �) je monoid. Tento monoid není obecnì komutativní. Napøíklad,oznaèíme-li symbolem ka : A ! A konstantní zobrazení s hodnotou a, t.j. ka(x) = apro v¹echna x 2 A, pak platíka � kb = ka a kb � ka = kb:Bijektivní zobrazení mno¾iny A ! A se nazývá permutace mno¾iny A. Sym-bolem S(A) oznaèíme mno¾inu v¹ech permutací mno¾inyA. Pak (S(A); �) je grupa.Tato grupa opìt není obecnì komutativní. Nazývá se symetrická grupa.Zobrazení p1 : A�B ! A p2 : A�B ! Bdaná pøedpisem p1(a; b) = a p2(a; b) = bse nazývají projekce.Vìta 2.1. Pro libovolné mno¾iny A;B;C platí následující pravidla:(1) (A �B)C �= AC �BC(2) (AB)C �= AB�C(3) AB[C �= AB �AC :V (3) musí mno¾iny B;C být disjunktní.Dùkaz. (1) Bijekce F : (A �B)C ! AC �BC je dána pøedpisemF (f) = (p1 � f; p2 � f);



7kde p1 : A�B ! A a p2 : A�B ! B jsou projekce.(2) Bijekce F : (AB)C ! AB�C je dána pøedpisemF (f)(b; c) = f(c)(b)kde f : C ! AB.(3) Jsou-li B;C disjunktní, pak bijekce F : AB[C ! AB�AC je dána pøedpisemF (f) = (f1; f2)kde f1 je zú¾ení f : B [ C na B (t.j., f1(b) = f(b)) a f2 je zú¾ení f na C. �Kartézský souèin mù¾eme pomocí pojmu zobrazení popsat následovnì:A�B �= ff : f1; 2g ! A [Bnf(1) 2 A; f(2) 2 Bg:To nás vede k následující de�nici kartézského souèinu libovolného (i nekoneèného)systému mno¾in Ai, i 2 I, kde I je mno¾ina:Yi2I Ai = ff : I ! [i2IAinf(i) 2 Ai pro libovolné i 2 Ig:Projekce pi :Yi2I Ai ! Aijsou de�novány pøedpisem pi(f) = f(i).Pro libovolnou podmno¾inu B mno¾iny A de�nujeme charakteristickou funkci�B : A! 2 této podmno¾iny pøedpisem (zde 2 = f0; 1g)�B(a) = 1, a 2 B:Zobrazení F : P(A) ! 2A, F (B) = �B je zøejmì bijekce. TedyP(A) �= 2A:Je-li f : A! B zobrazení, pak mno¾inaf(A) = ff(a)na 2 Agse nazývá obraz mno¾iny A v zobrazení f . Libovolné zobrazení f : A ! B lzezapsat jako slo¾ení zobrazení na a prostého zobrazeníf : A! f(A) ! B:De�nice. Øekneme, ¾e mno¾iny A;B mají stejnou mohutnost, jestli¾e A �= B.Jedná se pouze o jiný název pro skuteènost, ¾e mno¾iny A;B jsou isomorfní.Mno¾ina A se nazývá koneèná, pokud má stejnou mohutnost jako nìkterá z mno¾inn = f0; 1; : : : ; n� 1g, kde n 2 !.



8Pøíklady 2.2. (1) Dvì koneèné mno¾iny mají stejnou mohutnost, právì kdy¾ majístejný poèet prvkù.(2) Mno¾iny Z a 2Zmají stejnou mohutnost nebo» zobrazení f : Z! 2Z,f(x) = 2x je bijekce. Tedy vlastní podmno¾ina nekoneèné mno¾iny mù¾e mítstejný poèet prvkù jako celá mno¾ina.(3) Mno¾iny !, N aZmají stejnou mohutnost. Staèí uva¾ovat bijekce f : ! ! Na g : !!Zdané pøedpisy f(x) = x + 1g(2n) = n g(2n+ 1) = �(n+ 1):(4) Uká¾eme, ¾e mno¾ina Q racionálních èísel má stejnou mohutnost jako !.Podobnì jak pro Z staèí ukázat, ¾e mno¾ina Q+ kladných racionálních èísel mástejnou mohutnost jako !. Napí¹eme tato èísla jako vykrácené zlomky do øádkù.Do prvního øádku dáme v¹echny vykrácené zlomky s èitatelem 1, do druhého øádkuv¹echny vykrácené zlomky s èitatelem 2, atd. Vznikne ètvercová tabulka, kterámá spoèetnì mnoho øádkù a spoèetnì mnoho sloupcù. Vypí¹eme-li její prvky podiagonálách (t.j., 1; 12 ; 2; 13 ; : : : ), seøadíme kladná racionální èísla do posloupnosti.Tedy Q+ má stejnou mohutnost jako !.2.3 Cantorova vìta. Mno¾iny X a P(X) nikdy nemají stejnou mohutnost.Dùkaz. Buï f : X ! P(X) zobrazení. Polo¾me Y = fx 2 Xnx =2 f(x)g. Pøedpok-ládejme, ¾e existuje z 2 X tak, ¾e f(z) = Y . Pak platíz 2 Y , z =2 Y;co¾ je spor. �Mno¾ina, která má stejnou mohutnost jako ! se nazývá spoèetná. Nekoneènámno¾ina, která není spoèetná se nazývá nespoèetná. V pøedchozím pøíkladu jsmevidìli, ¾e N, Za Q jsou spoèetné mno¾iny.Vìta 2.4. Podmno¾ina spoèetné mno¾iny je buï koneèná nebo spoèetná.Dùkaz. Buï X nekoneèná podmno¾ina !. Uva¾me zobrazení f : ! ! X takové, ¾ef(n) je nejmen¹í prvek v X �ff(0); : : : ; f(n�1)g. Ponìvad¾ f je zøejmì bijektivnízobrazení, mno¾ina X je spoèetná. �Vìta 2.5. Buï f : !! X zobrazení. Pak f(!) je koneèná nebo spoèetná mno¾ina.Dùkaz. De�nujme zobrazení g : f(!) ! ! tak, ¾e g(x) je nejmen¹í prvek v f�1(x).Pak g je prosté, tak¾e tvrzení plyne z 2.4. �Vìta 2.6. Mno¾ina R je nespoèetná.Dùkaz. De�nujme zobrazení f : 2! ! R desetinným rozvojemf(h) = 0; h(0)h(1)h(2) : : :kde h : ! ! 2. Ponìvad¾ f je prosté zobrazení, z 2.3. a 2.4. plyne, ¾e mno¾ina Rnení spoèetná. �Otázka, zda libovolná nekoneèná podmno¾ina v R je buï spoèetná nebo mohut-nosti stejné jako R, je nerozhodnutelná.



93. RelaceDe�nice. (Binární) relaci R (mezi mno¾inami A;B) de�nujeme jako podmno¾inuR � A�B.Obecnì, mù¾eme de�novat n-ární relaci jako podmno¾inu R � A1�� � ��An pron = 1; 2; � � � . Napøíklad unární relace je podmno¾ina R � A.Zobrazení f : A ! B je odpovídá jako relaci Rf � A � B s vlastností, ¾e prolibovolné a 2 A existuje právì jedno b 2 B tak, ¾e (a; b) 2 Rf . Tím je podánaslibovaná "mno¾inová" de�nice pojmu zobrazení. Pøíslu¹ná relace Rf je vlastnìgraf zobrazení f .Øadu pojmù o zobrazeních, mù¾eme zobecnit na relace (relace je vlastnì èásteè-né, vícehodnotové zobrazení). Napø. de�nièní obor relace R � A �B jefa 2 An existuje b 2 B tak, ¾e (a; b) 2 Rga obor hodnot je fb 2 Bn existuje a 2 A tak,¾e (a; b) 2 Rg:Skládání relací R � A �B a S � B � C se de�nuje pøedpisemS �R = f(a; c)n existuje b 2 B tak, ¾e (a; b) 2 R; (b; c) 2 SgPlatí S �R � A� C: Dále (pro T � C �D)T � (S �R) = (T � S) �RidB �R = R = R � idA:Inverzní relace R�1 k relaci R � A�B se de�nuje jakoR�1 = f(b; a)n(a; b) 2 Rg:Platí R�1 � B �A. Zøejmì Rf�1 = R�1f :De�nice. Pokud R � A�A, pak øíkáme, ¾e R je relace na mno¾inì A. Relace Rna mno¾inì A se nazývá:(1) reexivní, pokud idA � R(t.j., pokud pro libovolné a 2 A platí (a; a) 2 R)(2) symetrická, pokud R�1 = R(t.j., pokud (a; b) 2 R implikuje (b; a) 2 R)(3) tranzitivní, pokud R �R � R(t.j., pokud (a; b) 2 R a (b; c) 2 R, pak (a; c) 2 R.Relace R na mno¾inì A se nazývá relace ekvivalence, pokud je souèasnì reex-ivní, symetrická i tranzitivní.Buï f : A! B zobrazení. Pak relaceJf = f(a1; a2)nf(a1) = f(a2)gje relace ekvivalence na mno¾inì A. Nazývá se jádro zobrazení f . Uká¾eme, ¾elibovolná relace ekvivalence je jádrem nìjakého zobrazení.Buï R relace ekvivalence na mno¾inì A. Pro a 2 A polo¾ímeRa = fb 2 An(a; b) 2 Rg:Ra se nazývá tøída relace ekvivalence R urèená prvkem a.



10Lemma 3.1. Buï R relace ekvivalence na mno¾inì A a a; b 2 A. Pak platí(1) a 2 Ra(2) Ra = Rb , (a; b) 2 R(3) Ra \Rb 6= ; , Ra = Rb.Dùkaz. (1) ihned plyne z reexivity R.(2) Nech» Ra = Rb. Ponìvad¾ a 2 Ra = Rb, platí (b; a) 2 R, t.j., (dle symetrie)(a; b) 2 R. Naopak, nech» (a; b) 2 R. Pro libovolné c 2 Rb platí (b; c) 2 R, t.j.(a; c) 2 R (podle tranzitivity), tak¾e c 2 Ra. Dokázali jsme, ¾e Rb � Ra. Opaènáinkluze plyne ze symetrie R.(3) Nech» Ra \ Rb 6= ;. Pak existuje c 2 Ra \ Rb, tak¾e platí (a; c); (b; c) 2 R,t.j., (a; c); (c; b) 2 R a tedy (a; b) 2 R. Podle (2) Ra = Rb. �Mno¾ina AnR = fRana 2 Agse nazývá faktorová mno¾ina relace ekvivalence R na mno¾inì A. ZobrazenípR : A! AnRdané pøedpisem pR(a) = Rase nazývá projekce (pøíslu¹ná k relaci ekvivalence R na A).Vìta 3.2. Pro libovolnou relaci ekvivalence R na mno¾inì A platíR = JpR:(T.j., relace ekvivalence je v¾dy jádrem své projekce.)Dùkaz. Platí pR(a) = pR(b) , Ra = Rb , (a; b) 2 R: �Vìta 3.3. Buï f : A! B zobrazení. PakAnJf �= f(A):Dùkaz. De�nujme zobrazení g : AnJf ! f(A) vztahem(1) g((Jf )a) = f(a):Ponìvad¾ (Jf )a1 = (Jf )a2 , (a1; a2) 2 Jf , f(a1) = f(a2)g je bijekce. �Poznámka 3.4. Pøedpis (1) z pøedchozího dùkazu de�nuje prosté zobrazení g :AnJf ! B. Platí f = pJf � g, tak¾e libovolné zobrazení f lze rozlo¾it na slo¾enízobrazení na pJf následovaného prostým zobrazením g .Rùzná zobrazení mohou mít stejné jádro. Napø., zobrazení f je prosté, právìkdy¾ Jf = idA.



11De�nice. Rozklad R mno¾iny A je mno¾ina R � P(A) neprázdných podmno¾inmno¾iny A splòující(1) SR = A(2) X1 \X2 = ; pro libovolná X1;X2 2 R;X1 6= X2.Pro libovolnou relaci ekvivalence R na mno¾inì A je AnR rozklad mno¾iny A.Uká¾eme, ¾e rozklady pøesnì odpovídají relacím ekvivalence.Vìta 3.4. Buï R rozklad mno¾iny A. Polo¾meRR = f(a; b)n existuje X 2 R tak, ¾e a; b 2 Xg:Pak RR je relace ekvivalence na A a platíR = AnRR.Dùkaz. Uva¾ujme zobrazení r : A! R takové, ¾ea 2 r(a):Zøejmì RR = Jr, tak¾e RR je relace ekvivalence. Vztah R = AnRR je zøejmý. �Právì popsaná korespondence mezi rozklady a relacemi ekvivalence na mno¾inìA je vzájemnì jednoznaèná:R = AnRR a R = R(AnR):Vidìli jsme, ¾e nezáporná celá èísla lze sestrojit pomocí mno¾in, vèetnì (Peanovy)aritmetiky. Uka¾eme, ¾e toté¾ platí i pro celá a racionální èísla (v pøí¹tí kapitole toprovedeme i pro reálná èísla).Konstrukce celých èísel: De�nujme na mno¾inì ! � ! relaci � vztahem(a; b) � (c; d), a + d = c+ b:Jedná se o relaci ekvivalence; reexivita a symetrie jsou zøejmé, tranzitivita se ovìøínásledovnì: z (a; b) � (c; d) � (e; f) plyne a+d = c+ b; c+f = e+d, t.j., postupnìa+ d+ c+ f = c+ b + e + f , a+ f = b+ e a (a; b) � (e; f).Polo¾íme Z= ! � !n � :Tøídu ekvivalence � urèenou prvkem (a; b) budeme znaèit symbolem (a; b) (tatotøída hraje roli rozdílu a� b). Dále polo¾íme(a; b) + (c; d) = (a + c; b + d)(a; b) � (c; d) = (ac+ bd; ad + bc)Pøitom platí �(a; b) = (b; a):



12Je tøeba ovìøit, ¾e vý¹e uvedené de�nice nezávisí na volbì reprezentantù. Uká¾emeto pro sèítání (pro násobení to je analogické). Znamená to dokázat, ¾e(a; b) � (a0; b0); (c; d) � (c0d0)) (a + c; b + d) � (a0 + c0; b0 + d0):Skuteènì, a + b0 = a0 + b; c+ d0 = c0 + d implikuje a+ c+ b0 + d0 = a0 + c0 + b+ d.Pøirozenému èíslu n odpovídá celé èíslo (n; 0). Zejména 0 = (0; 0).Konstrukce racionálních èísel: De�nujme na mno¾inì Z�Z� (zde Z� oznaèujemno¾inu nenulových celých èísel) relaci � vztahem(a; b) � (c; d) , ad = cb:Podobnì, jak vý¹e se ovìøí, ¾e se jedná o relaci ekvivalence. Polo¾ímeQ = (Z�Z�)n � :Tøídu ekvivalence prvku (a; b) opìt znaèíme symbolem (a; b) (tato tøída nyní hrajeroli zlomku ab ). Polo¾íme (a; b) + (c; d) = (ad+ bc; bd)(a; b) � (c; d) = (ac; bd):Opìt musíme ovìøit nezávislost na volbì reprezentantù.Celému èíslu a odpovídá racionální èíslo (a; 1). Zejména 1 = (1; 1). Pro a; b 6= 0platí (a; b)�1 = (b; a)4. Uspoøádané mno¾inyRelace R na mno¾inì A se nazývá antisymetrická, jestli¾eR \ R�1 � idAt.j., pokud pro libovolné prvky a; b 2 A platí(a; b) 2 R; (b; a) 2 R) a = b:De�nice. Relace R na mno¾inì A, která je reexivní, antisymetrická a tranzitivníse nazývá uspoøádání.Øekneme, ¾e (A;�) je uspoøádaná mno¾ina, jestli¾e � je relace uspoøádání naA. Uspoøádaná mno¾ina (A;�) se nazývá lineárnì uspoøádaná (nebo také øetìzec),jestli¾e pro libovolná a; b 2 A platí buï a � b nebo b � a.V uspoøádané mno¾inì (A;�) symbolem a < b rozumíme a � b, a 6= b.



13Pøíklady. (1) N;Z;Q;R jsou lineárnì uspoøádané mno¾iny (vzhledem k uspoøádá-ní podle velikosti).(2) Pro libovolnou mno¾inu A je = uspoøádání na A. Vzniklá uspoøádanámno¾ina se nazývá protiøetìzec (samozøejmì se nejedná o lineární uspoøádání, má-liA aspoò dva prvky).(3) Èasto mù¾eme uspoøádanoumno¾inu (A;�) znázornit gra�cky. Prvky mno¾i-ny A nakreslíme jako body a úseèkou spojíme sousední prvky. Tím rozumíme prvkya; b 2 A takové, ¾e a � b, pøièem¾ neexistuje c 2 A takové, ¾e a < c < b. Pí¹emea � b. Body a; b 2 A takové, ¾e a � b pøitom kreslíme tak, ¾e a je ní¾e ne¾ b. Tytoobrázky se nazývají Hasseovy diagramy.(4) Pro libovolnou mno¾inu X je (P(X);�) uspoøádaná mno¾ina, která nenílineárnì uspoøádaná (pokud A má aspoò dva prvky).V dal¹ím budeme uspoøádanou mno¾inu vìt¹inou struènì oznaèovat pouze sym-bolem A. Prvky a; b 2 A se nazývají nesrovnatelné, pokud neplatí ani a < b anib < a. Znaèíme je a k b. Nejmen¹í prvek uspoøádané mno¾iny A je prvek a takový,¾e pro libovolné x 2 A platí a � x. Minimální prvek a je de�nován tím, ¾e neex-istuje prvek x 2 A tak, ¾e x < a. Nejmen¹í prvek je, pokud existuje, jediný a jezároveò minimální. Minimálních prvkù mù¾e být víc a nemusí být nejmen¹í (napø.v protiøetìzci). Analogicky de�nujeme nejvìt¹í prvek a maximální prvek.Je-li (A;�) uspoøádaná mno¾ina, pak (A;�) je rovnì¾ uspoøádaná mno¾ina;nazývá se duálnì uspoøádaná. Oznaèujeme-ji Aop. Nejvìt¹í (maximální) prvekuspoøádané mno¾iny A je vlastnì nejmen¹í (minimální) prvek duálnì uspoøádanémno¾iny Aop. Takové pojmy nazýváme duální. Podobnì k libovolnému tvrzenío uspoøádaných mno¾inách existuje duální tvrzení (a platí-li výchozí tvrzení prolibovolnou uspoøádanou mno¾inu, pak duální tvrzení platí rovnì¾ pro libovolnouuspoøádanoumno¾inu). Napø., uspoøádanámno¾ina obsahuje nejvý¹e jeden nejvìt¹íprvek.Relace, která je reexivní a tranzitivní se nazývá pøeuspoøádání. Pøeduspoøádanámno¾ina je dvojice (A;v), kde v je pøeduspoøádání na mno¾inì A.Pøíklady pøeduspoøádaných mno¾in, které nejsou uspoøádané, jsou(1) (Z; j), kde j je relace dìlitelnosti.(2)(FormP ;v), kde FormP oznaèuje mno¾inu v¹ech formulí výrokové logikyjazyka P a A v B , j= A! B:Vìta 4.1. Buï (A;v) pøeduspoøádaná mno¾ina. Pro a; b 2 A klademea � b, a v b a zároveò b v a:Pak � je relace ekvivalence na A. Polo¾íme-li pro �a;�b 2 An ��a � �b, a v b;pak (An �;�) je uspoøádaná mno¾ina.Dùkaz. Snadno se ovìøí, ¾e � je relace ekvivalence na A. De�nice relace � nafaktorové mno¾inì je korektní (t.j., nezávisí na volbì reprezentantù) nebo»a1 � a2; b1 � b2; a1 v b1 , a2 v b2:



14Reexivita a tranzitivita relace � okam¾itì plyne z reexivity a tranzitivity výchozírelace v. Zbývá ovìøit, ¾e � je antisymetrická. Av¹ak�a � �b;�b � �a, a v b; b v a, a � b, �a = �b: �Aplikujeme-li Vìtu 4.1. na pøeduspoøádanou mno¾inu (Z; j), platía � b, a = b nebo a = �b:Tedy indukovaná uspoøádaná mno¾ina je vlastnì toté¾ jako (Z+; j). V pøípadìpøeduspoøádané mno¾iny (FormP ;v) platíA � B , ` A$ B.De�nice. Buïte A;B uspoøádané mno¾iny a f : A ! B zobrazení. Øekneme, ¾ef je isotonní, pokud platí a1 � a2 ) f(a1) � f(a2):Jsou-li A;B uspoøádané mno¾iny a f : A ! B bijektivní zobrazení takové, ¾e fi f�1 jsou isotonní, pak øíkáme, ¾e f je isomor�smus. Uspoøádané mno¾iny A;B sev tom pøípadì nazývají isomorfní a znaèíme A �= B:De�nice. Buï A uspoøádaná mno¾ina a X � A. Øekneme, ¾e prvek a 2 A jehorní závora podmno¾iny X, jestli¾e platí x � a pro libovolné x 2 X.Øekneme, ¾e a je supremum podmno¾iny X, jestli¾e je horní závorou X a prolibovolnou horní závoru b mno¾iny X platí a � b.Tedy supremumX je nejmen¹í horní závoraX. Oznaèujeme ho supX. Duálnì sede�nuje dolní závora podmno¾iny X a in�mum podmno¾iny X (t.j., nejvìt¹í dolnízávora X). Znaèíme jej infX.Uvìdomme si, ¾e sup; je nejmen¹í prvek uspoøádané mno¾inyA (pokud existuje)a inf; je nejvìt¹í prvek A.V uspoøádané mno¾inì (P(A);�) platísupX =[XinfX =\X :Vìta 4.2. Buï A uspoøádanámno¾ina, v ní¾ libovolná podmno¾ina má supremum.Pak libovolná podmno¾ina v A má in�mum.Dùkaz. Nech» X � A. Buï X� mno¾ina dolních závor X v A. Uká¾eme, ¾e platíinfX = supX�:Zøejmì platí, ¾e infX, jestli¾e existuje, je supX�. Je tøeba ukázat, ¾e supX� jeinfX. K tomu staèí ukázat, ¾e supX� 2 X�. Av¹ak pro libovolná x 2 X a y 2 X�platí y � x, tak¾e supX� � x. Tedy supX� 2 X�. �



15De�nice. Uspoøádaná mno¾ina, její¾ libovolná podmno¾ina má supremum i in�-mum se nazývá úplný svaz.Duální vìta k Vìtì 2. øíká, ¾e pokud libovolná podmno¾ina uspoøádané mno¾inyA má in�mum, pak A je úplný svaz.Doplòme, ¾e uspoøádanámno¾inaA se nazývá svaz, pokud libovolná její neprázd-ná koneèná podmno¾ina má supremum i in�mum (co¾ je toté¾ jako po¾adavek, ¾elibovolná dvouprvková podmno¾ina má supremum a in�mum).Vìta 4.3. (Tarski) Buï A úplný svaz a f : A ! A isotonní zobrazení. Pak f mápevný bod, t.j., existuje a 2 A s vlastností f(a) = a.Dùkaz. Polo¾me M = fxnx � f(x)g:Pro libovolný prvek x 2 M platí f(x) 2 M . Skuteènì, z x 2 M plyne x � f(x),tedy f(x) � f(f(x)) a proto i f(x) 2M .Polo¾me a = supM . Tedy pro libovolné x 2M platí x � f(x), tedy f(x) � f(a),tak¾e x � f(x) � f(a). Tedy f(a) je horní závora podmno¾iny M . Ponìvad¾ aje supremum M , máme a � f(a). Tedy a 2 M a ji¾ jsme ovìøili, ¾e to znamenáf(a) 2 M . Tedy f(a) � a, jeliko¾ a je supremum M . Dokázali jsme, ¾e platíf(a) = a. Tedy a je hledaný pevný bod. �Pevný bod sestrojený v pøede¹lém dùkazu je zøejmì nejvìt¹ím pevným bodemzobrazení f . Duálnì, inffxnf(x) � xgje nejmen¹ím pevným bodem f .Uká¾eme, ¾e za zesílených pøedpokladù lze pevný bod získat "konstruktivnì".Øekneme, ¾e zobrazení f : A ! B úplných svazù zachovává suprema, jestli¾e prolibovolnou podmno¾inu X 2 A platíf(supX) = supf(X):Takové zobrazení je v¾dy isotonní:a � b) b = supfa; bg ) f(b) = supff(a); f(b)g ) f(a) � f(b):Poznamenejme, ¾e pro libovolné izotonní zobrazení f : A! B platísupf(X) � f(supX):Vìta 4.4. Buï A úplný svaz a f : A ! A zobrazení, které zachovává suprema.Pak f má pevný bod.Dùkaz. Buï a0 nejmen¹í prvek v A, jen¾ existuje nebo» A je úplný svaz. Prolibovolné n = 0; 1; 2; : : : polo¾íme an+1 = f(an). Pak pro a = supfannn = 1; 2; : : : gplatí f(a) = f(supfannn 2 !g) = supff(an)nn 2 !g = supfan+1nn 2 !g = a:Tedy a je pevný bod f . �



16Poznámka 4.5. Právì sestrojený pevný bod je zøejmì nejmen¹ím pevným bodemf . Ve Vìtì 4.4. by staèilo pøedpokládat, ¾e f zachovává suprema øetìzcù. Významtohoto obecnìj¹ího tvrzení je vidìt z následujícího pøíkladu.Pøíklad 4.6. Buï X mno¾ina a P(X � X) mno¾ina v¹ech podmno¾in mno¾inyX �X (t.j., relací na mno¾inì X) uspoøádaná inkluzí. Buï R 2 P(X �X) relacena X a A podmno¾ina uspoøádané mno¾iny P(X � X) tvoøená v¹emi relacemiobsahujícími R A = fS 2 P(X �X)nR � Sg:De�nujme zobrazení f : A! A pøedpisemf(S) = S [ S � S:Snadno se ovìøí, ¾e f zachovává suprema øetìzcù. Nejmen¹í pevný bod zobrazeníf (sestrojený v dùkaze vìty 4.4) je nejmen¹í tranzitivní relace na mno¾inì X ob-sahující relaci R. Nazývá se tranzitivní obal relace R.Poznamenejme, ¾e f nezachovává v¹echna suprema.Buï A uspoøádaná mno¾ina, a; b 2 A. Budeme oznaèovat a _ b = supfa; bga a ^ b = inffa; bg. Èasto také budeme znaèit WX = supX a VX = infX.Pøipomeòme, ¾e uspoøádaná mno¾ina A se nazývá svaz, pokud pro libovolné prvkya; b 2 A existují a _ b i a ^ b.Lemma 4.7. Buï A svaz, a; b; c 2 A. Pak platía _ (b ^ c) � (a _ b) ^ (a _ c).Dùkaz. Nech» a; b; c 2 A. Platí a � (a _ b), a � (a _ c), b ^ c � b � (a _ b) ab ^ c � c � (a _ c). Tedy platí a _ (b ^ c) � (a _ b) a a _ (b ^ c) � (a _ c). Odsudplyne tvrzení lemmatu. �Rovnost v 4.5 obecnì neplatí. Svazy, v nich¾ tato rovnost platí, se nazývajídistributivní.Podobnì jak v 4.5 se uká¾e, ¾e pro libovolnou mno¾inu I platía ^_i2I bi � _i2I(a ^ bi):Dokonce, pro libovolné mno¾iny I, Ji, i 2 I platí(1) î2I _j2Ji aij � _f2F î2I aif(i)kde F je mno¾ina v¹ech zobrazení f : I ! Si2I Ji takových, ¾e f(i) 2 Ji pro libovolnéi 2 I.Dùkaz je následující: pro libovolné f 2 F a libovolné i 2 I platíî2I aif(i) � aif(i) � _j2Ji aij :



17Tedy pro libovolné f 2 F platí̂i2I aif(i) � î2I _j2Ji aij :Odsud v¹ak ji¾ plyne dokazovaná nerovnost (1).Konstrukce reálných èísel: V teorii mno¾in ji¾ umíme sestrojit racionálníèísla. Nyní uká¾eme, jak lze sestrojit èísla reálná. Pøedev¹ím v¹ak musíme de�novatuspoøádání na mno¾ináchZa Q.V Zpolo¾íme (a; b) � (c; d), a + d � c+ b(odpovídá to tomu, ¾e a� b � c� d). V Q(a; b) � (c; d); b; d > 0, ad � cb(odpovídá to tomu, ¾e ab�1 � cd�1).Øez v mno¾inì Q racionálních èísel de�nujeme jako dvojici (X;Y ) neprázdnýchpodmno¾in mno¾iny Q splòující(1) X \ Y = ;(2) X [ Y = Q(3) x 2 X; y 2 Y ) x < y:Øezy v Q jsou jednoho z následujících tøí typù:(a) mezera: X neobsahuje nejvìt¹í prvek a Y neobsahuje nejmen¹í prvek(b) dedekindovský øez 1.druhu: X obsahuje nejvìt¹í prvek a Y neobsahuje nej-men¹í prvek(b) dedekindovský øez 2.druhu: X neobsahuje nejvìt¹í prvek a Y obsahuje nej-men¹í prvek.(Ètvrtá mo¾nost, ¾eX obsahuje nejvìt¹í prvek a Y obsahuje nejmen¹í prvek (takovýøez by se nazýval skok) nemù¾e v Q nastat.)Nyní R de�nujeme jako mno¾inu v¹ech øezù, které jsou buï mezery nebo dedekin-dovské øezy 1.druhu. (Pøitom mezery odpovídají iracionálním èíslùm a dedekin-dovské øezy 1.druhu èíslùm racionálním.) Uspoøádání a aritmetické operace de�n-ujeme pro reálná èísla následovnì:(X;Y ) � (X 0; Y 0), X � X 0(X;Y ) + (X 0; Y 0) = ( ; Y + Y 0)(X;Y ) � (X 0; Y 0) = ( ; Y � Y 0):Zde X + Y = fx + ynx 2 X; y 2 Y gX � Y = fx � ynx 2 X; y 2 Y g:Platí sup(Xi; Yi) = ([Xi;\Yi)



18 5. KombinatorikaBuï S koneèná mno¾ina. Variace de�nujeme jako uspoøádané výbìry prvkùmno¾iny S a kombinace jako neuspoøádané výbìry. Má-li mno¾ina S n prvkù,mluvíme o variacích (kombinacích) n prvkù. Má-li pøíslu¹ný výbìr k prvkù, mlu-víme o variacích (kombinacích) k-té tøídy. Variace i kombinace mohou být jakbez opakování, tak s opakováním. Variace k-té tøídy z n prvkù jsou právì zo-brazení k-prvkové mno¾iny X do n-prvkové mno¾iny S. Z 4.1. (3) ihned plyne, ¾epoèet variací s opakováním k-té tøídy z n prvkù je nk. Variace (tím se rozumí bezopakování) k-té tøídy z n prvkù jsou právì prostá zobrazení X ! S.Vìta 5.1. Poèet variací k-té tøídy z n prvkù je roven n!(n�k)! (kde k � n).Dùkaz. Indukcí vzhledem ke k. Variace s1 : : : sk�1 dává právì n � k + 1 variacís1 : : : sk�1sk. Tedy poèet variací k-té tøídy je n(n� 1) : : : (n � k + 1). �Bijektivní zobrazení S ! S jsou právì permutace mno¾iny S. Z 5.1. ihnedplyne, ¾e poèet permutací n-prvkové mno¾iny je nn.Kombinace k-té tøídy z n prvkù jsou právì k-prvkové podmno¾iny mno¾iny o nprvcích.Vìta 5.2. Pro k � n je poèet kombinací k-té tøídy z n prvkù rovenn!(n� k)!k!Dùkaz. Ka¾dá kombinace k-té tøídy urèuje k! variací. Tvrzení tedy plyne z 5.1. �Èísla �nk� = n!(n � k)!k!se nazývají kombinaèní. Mají následující vlastnosti; lze je odvodit pøímo z de�nicenebo pomocí binomického rozvoje.(1) �nk� = � nn�k�(2) nPk=0 �nk� = 2n(3) nPk=0(�1)k�nk� = 0(4) nPk=1(�1)kk�nk� = 0(9) �n+1k � = �nk�+ � nk�1�(vztah (4) odvodíme derivováním binomického rozvoje (1+x)n podle x a dosazenímx = �1).Vìta 5.3. Poèet kombinací k-té tøídy z n prvkù s opakováním je roven�n+ k � 1k �Dùkaz. Buï s1 : : : sk kombinace s opakováním k-té tøídy vybraná z mno¾iny S o nprvcích. Doplòme ji v¹emi prvky mno¾iny S. Tedy pro S = fa; b; c; d:eg a kombinaci



19s opakováním bbd dostaneme abbbcdde. Navzájem rùzné prvky oddìlíme svislouèarou. V na¹em pøíkladì dostaneme ajbbbjcjddje. V obecném pøípadì dostanemen + k prvkù rozdìlených n � 1 èarami. Ponìvad¾ poèet mo¾ných míst pro svisléèáry je n + k � 1, poèet mo¾ností je �n+k�1n�1 � = �n+k�1k �. To je v¹ak právì poèetkombinací s opakováním. �Mìjme nyní n-prvkovou mno¾inu S a vlastnosti P1; : : : ; Pk. Buï ni poèet prvkùmno¾iny S s vlastností Pi a obecnìji ni1:::ir poèet prvkù mno¾iny S s vlastnostmiP1; : : : ; Pr. Nech» n(0) oznaèuje poèet prvkù mno¾iny S, které nemají ¾ádnou zvlastností Pi.Vìta 5.4. (princip inkluze a exkluze).n(0) = n�Xi ni + Xi1<i2 ni1i2 � � � �+ (�1)s Xi1<���<is ni1:::is � � �+ (�1)kn1:::kDùkaz. Prvek, který nemá ¾ádnou z uva¾ovaných vlastností se poèítá jednou vesèítanci n a v dal¹ích sèítancích se neobjeví. Prvek, který má právì vlastnost Pj seobjeví jednou ve sèítanci n a jednou ve druhém sèítanciPi ni, tak¾e jeho pøíspìvekk pravé stranì je 0. Staèí, kdy¾ uká¾eme, ¾e toté¾ nastane pro pro libovolný prvekmající právì vlastnosti Pj1 ; : : : ; Pjr . Takový prvek pøispívá jednièkou do ka¾déhosouètu Xi1<���<is ni1:::ispro s � r a pro libovolný výbìr i1 < � � � < is z j1; : : : ; jr. Takových výbìrù je právì�rs�. Tedy celkový pøíspìvek na¹eho prvku k souètu vpravo v principu inkluze aexkluze je1��r1�+�r2�� � � � + (�1)s�rs�+ � � �+ (�1)r�rr� = (1 � 1)r = 0 �Jako aplikaci principu inkluze a exkluze si uvedeme následující tvrzení.Vìta 5.5. Pro k �m je poèet v¹ech zobrazení m-prvkové mno¾iny na k-prvkovoumno¾inu roven kXi=0(�1)i�ki�(k � i)mDùkaz. Za výchozí mno¾inu S vezmeme mno¾inu v¹ech zobrazení m-prvkové mno¾i-ny do k-prvkové mno¾iny a1; : : : ; ak. Za vlastnost Pi vezmeme, ¾e prvek ai nepatøído obrazu daného zobrazení f 2 S. Pak n(0) je rovno hledanému poètu surjek-tivních zobrazení. Dále n = km a ni1:::is je rovno poètu zobrazení m-prvkovémno¾iny do mno¾iny faini 6= i1; : : : ; isg, t.j., (k � s)m. TedyXi1<���<is ni1:::is = �ks�(k � s)mOdsud plyne tvrzení vìty. �Eulerova funkce ' pøiøazuje pøirozenému èíslu n poèet v¹ech èísel 0 < k � nnesoudìlných s n.



20Vìta 5.6. Platí '(n) = nYp (1� 1p )kde p probíhá v¹echna prvoèísla dìlící n.Dùkaz. Polo¾íme S = f1; : : : ; ng. Pp bude znamenat, ¾e p dìlí i. Pak n(0) = '(n)a zøejmì np1:::ps = np1 : : : psTedy '(n) = n�Xi npi + Xi1<i2 npi1pi2 � � � � =n(1�Xi 1pi + Xi1<i2 1pi1pi2 � : : : ) = nYp (1� 1p ) �6. Základy teorie grafùRelaceR na mno¾inìA se nazývá ireexivní, jestli¾e platí (a; a) =2 R pro libovolnýprvek a 2 A.De�nice. Graf (G;R) de�nujeme jako koneènou mno¾inu G spolu s ireexivnísymetrickou relací R na G.Grafy v na¹em smyslu jsou právì koneèné neorientované grafy bez smyèek. Jsourovnì¾ grafy nekoneèné, orientované (relace R není nutnì symetrická) a grafy sesmyèkami (pøipou¹tí se i relace, které nejsou ireexivní).Námi de�novaný graf je právì mno¾ina G spolu s mno¾inou E dvouprvkovýchpodmno¾in mno¾iny G: fa; bg 2 E , (a; b) 2 R:Prvky mno¾iny G se nazývají vrcholy grafu a prvky mno¾iny E hrany grafu. Stupeòs(a) vrcholu a grafu (G;R) de�nujeme jako poèet vrcholù b takových, ¾e (a; b) 2 R.Vìta 6.1. Pa2G s(a) = jRj:Dùkaz. Je zøejmý.Dùsledek 6.2. V libovolném grafu je poèet uzlù lichého stupnì v¾dy sudý.Dùkaz. Plyne z 6.1 nebo» jRj = 2jEj je sudé èíslo. �Cesta v grafu se de�nuje jako posloupnost a1; a2; : : : ; an navzájem rùzných vr-cholù taková, ¾e (ai; ai+1) 2 R pro i = 1; : : : ; n � 1. Øíkáme, ¾e tato cesta spojujevrcholy a1 a an. Pokud nepøedpokládáme, ¾e vrcholy ai, i = 1; : : : ; n � 1 jsounavzájem rùzné, øíkáme, ¾e máme de�nován sled v grafu.Graf se nazývá souvislý, jestli¾e libovolné dva navzájem rùzné vrcholy lze v nìmspojit cestou. Kru¾nice v grafu (G;R) je posloupnost a1; a2; : : : ; an; an+1 = a1vrcholù taková, ¾e a1; a2; : : : ; an jsou navzájem rùzné, n > 2 a (ai; ai+1) 2 R proi = 1; : : : ; n. Strom je souvislý graf bez kru¾nic.



21Vìta 6.3. Libovolný strom (G;R) mající aspoò dva vrcholy obsahuje aspoò dvavrcholy stupnì 1.Dùkaz. Buï a1; : : : ; an nejdel¹í cesta v (G;R). Pak s(a1) = s(an) = 1 nebo» vopaèném pøípadì by cesta ¹la prodlou¾it. �Vìta 6.4. Souvislý graf (G;R) je strom, právì kdy¾ jGj = jEj+ 1.Dùkaz. Buï (G;R) strom. Rovnost jGj = jEj + 1 doká¾eme indukcí. Pro jGj = 1tvrzení platí. Pøedpokládejme, ¾e platí pro ka¾dý graf o n vrcholech a uva¾ujmegraf (G;R) o n + 1 vrcholech. Podle 6.3 G obsahuje vrchol v stupnì 1. Pak graf(G0 = G � fvg; R0 = R \ (G0 �G0)) je strom. Podle indukèního pøedpokladu platíjG0j = jE0j+1. Av¹ak jGj = jG0j+ 1 a jEj = jE0j+ 1, tak¾e tvrzení platí i pro graf(G;R).Opaènou implikaci rovnì¾ doká¾eme indukcí. Tvrzení platí pro jGj = 1 a pøed-pokládejme, ¾e platí pro v¹echny grafy o n vrcholech. Buï (G;R) graf o n+1 vrcho-lech takový, ¾e jGj = jEj+ 1. Pokud G obsahuje vrchol stupnì 1, jeho odebránímopìt dostaneme graf (G0; R0) splòující rovnost jG0j = jE0j + 1. Podle indukèníhopøedpokladu je tento graf strom, tak¾e stromem je i výchozí graf (G;R). Pokud Gneobsahuje vrchol stupnì 1, pak platí2jEj = jRj =Xa2G s(a) � 2jGj = 2jEj+ 2;co¾ není mo¾né. �Kostra grafu (G;R) je strom (G;R0) takový, ¾e R0 � R.Vìta 6.5. Libovolný souvislý graf obsahuje kostru.Dùkaz. Udáme algoritmus nalezení kostry v souvislém grafu (G;E) (pro jeho zadáníje výhodnìj¹í popsat graf pomocí vrcholù a hran). Postupnì volíme hrany e1; : : : ; entak, ¾e vzniklý graf neobsahuje kru¾nici. Postup se zastaví, pokud hranu en+1 ji¾nelze pøidat. Uká¾eme, ¾e vzniklý graf (G;E1), E1 = fe1; : : : ; eng je strom, t.j.,je hledanou kostrou. Podle konstrukce, tento graf neobsahuje kru¾nici. Musímeukázat, ¾e je souvislý. Pøedpokládejme, ¾e tomu tak není, t.j., existují vrcholya; b 2 G, které nelze spojit cestou v (G;E1). Existuje cesta a = a1; : : : ; ak = b v(G;E). Buï i nejmen¹í èíslo i = 1; : : : ; k takové, ¾e a; ai lze spojit cestou v (G;E1)(nebo i = 1) a a; ai+1 nelze spojit cestou v (G;E1). Pak E1[fai; ai+1g neobsahujekru¾nici, co¾ není mo¾né. �Podgraf grafu (G;R) de�nujeme jako graf (G0; R0) takový, ¾e G � G0 a R � R0.Pokud R0 = R \ (G0 � G0), pak podgraf (G0; R0) se nazývá úplný a znaèíme jejstruènì G0.Komponenta grafu (G;R) se de�nuje jako nejvìt¹í souvislý podgraf (G0; R0) grafu(G;R). Zøejmì se musí jednat o úplný podgraf.Vìta 6.6. Dvì rùzné komponenty grafu (G;R) jsou disjunktní.Dùkaz. Tvrzení plyne ze skuteènosti, pokud G1 a G2 jsou úplné souvislé podgrafygrafu (G;R) a G1 \G2 6= ;, pak podgraf G1 [G2 je souvislý.



22Dùsledek 6.7. Komponenty grafu (G;R) tvoøí rozklad mno¾iny vrcholù G.Dùkaz. Plyne z 6.6. a skuteènosti, ¾e libovolný vrchol grafu patøí do nìjaké kom-ponenty.Vrchol v souvislého grafu (G;R) se nazývá artikulace, pokud úplný podgraf G�fvg je nesouvislý. Hrana fu; vg souvislého grafu (G;R) se nazývá most, pokud graf(G;E � fu; vg) je nesouvislý.Graf se nazývá eulerovský pokud stupeò libovolného jeho vrcholu je sudé kladnéèíslo. Sled a1; : : : ; an v grafu se nazývá tah, pokud pro libovolnou hranu e grafuexistuje nejvý¹e jedna dvojice ai; ai+1 taková, ¾e fai; ai+1g = e. Tah se nazýváuzavøený, pokud a1 = an. Øekneme, ¾e graf lze sestrojit jedním tahem, pokud vnìm existuje tah, v nìm¾ se libovolná hrana vyskytuje právì jednou.Vìta 6.8. Graf lze sestrojit jedním tahem, právì kdy¾ je souvislý a eulerovský.Dùkaz. Jestli¾e graf lze setrojit jedním tahem, pak musí být souvislý. Navíc nemù¾eobsahovat vrchol lichého stupnì nebo» tah do daného vrcholu vstupuje pøesnì to-likrát, kolikrát z nìho vystupuje. Tedy graf je eulerovský.Naopak, buï (G;R) souvislý eulerovský graf. Zvolme vrchol v 2 G. Ponìvad¾graf je souvislý, existuje hrana fv;wg. Je-li tato hrana most, pak jejím odstranìnímdostaneme nesouvislý graf (G;E�fv;wg), jeho¾ komponenta obsahující v obsahujeprávì jeden uzel lichého stupnì. To odporuje 6.2. Tedy fv;wg není most, tak¾evrcholy v a w jsou spojeny cestou v grafu (G;E � fv;wg). Tedy vrchol v le¾í nakru¾nici grafu (G;R).Sestrojená kru¾nice tvoøí uzavøený tah zaèínající a konèící ve vrcholu v. Buï Tnejdel¹í uzavøený tah grafu (G;R) zaèínající a konèící ve vrcholu v. Buï (G0; E0)podgraf grafu (G;R) slo¾ený ze v¹ech hran grafu (G;R) nepatøících do tahu T av¹ech uzlù, na nich le¾ících. Zøejmì (G0; E0) je eulerovský graf. Ponìvad¾ graf(G;R) je souvislý, existuje vrchol u patøící do G0 i do T . Ponìvad¾ jsme dokázali,¾e v eulerovském grafu le¾í libovolný vrchol na kru¾nici, existuje kru¾nice grafu(G0; E0) obsahující vrchol u. Pøidáním této kru¾nice k tahu T dostáváme del¹í tah,co¾ není mo¾né. Tedy G0 = ;, èím¾ je dùkaz ukonèen. �Graf se nazývá rovinný, jestli¾e jej lze nakreslit v rovinì tak, ¾e hrany se nepro-tínají (pouze se dotýkají ve vrcholech).


